Міністерство освіти і науки України

Хмельницька обласна державна адміністрація

Департамент освіти і науки 
Хмельницький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 

2015-2016 н. р.

6 клас
1. Вася може отримати  число 100,  використавши  десять двійок, дужки та знаки арифметичних дій: 100=(22:2-2:2)(22:2-2:2). Покращте його результат: використавши  менше число двійок і отримайте число 100.

2. Сашко ходить до басейну один раз на 3 дні, Юрко – раз на 4 дні, Петрик – раз на 5 днів. Вони зустрілися в басейні у вівторок. У який день тижня вони зустрінуться наступного разу?
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У музеї 16 залів, розташованих як показано на малюнку. У половині з них виставлені картини , а в половині скульптури. З будь-якого залу можна потрапити в будь сусідній з ним (що мають спільну стіну ). При будь-якому огляді музею зали чергуються: зал з картинами - зал зі скульптурами - зал з картинами і т.д. Огляд починається в залі А , в якому висять картини , а закінчується в залі Б. 
a) Позначте хрестиками всі зали, в яких висять картини .

 б) Турист хоче оглянути якнайбільше залів (пройти від залу А до залу Б), але при цьому в кожному залі побувати не більше одного разу. Яку найбільшу кількість залів він зможе подивитися? Намалюйте який-небудь його маршрут найбільшої довжини і доведіть, що більшу кількість залів він подивитися не може.

4. На одній стороні вулиці розбитих ліхтарів стояло 150 ліхтарів, причому серед будь-яких трьох ліхтарів, що стоять підряд, хоча б один був розбитий. Після того, як електрик полагодив кілька ліхтарів, серед будь-яких чотирьох ліхтарів, що стоять підряд, залишилося не більше одного розбитого. Доведіть, що електрик полагодив не менше 25 ліхтарів.

5. На Васильковій чаші терезів лежать гирі вагою 1г, 3г, ... , 2001г, а на Петрика чаші - 2г, 4г, ... , 2000г. Першим ходить Василько - він забирає по одній гирі зі своєю чаші до тих пір, поки вона не стане легше Петрикової. Потім Петро забирає по одній гирі зі своєю чаші до тих пір, поки вона не стане легше Василькової. Потім знову ходить Василь, потім Петро, і так далі. Виграє той, хто першим зможе прибрати всі гирі зі своєю чаші. Хто виграє при правильній грі? (Відповідь поясніть)

На виконання роботи відводиться 3 години

Кожна задача оцінюється в у 7 балів

Використання цифрових пристроїв не дозволяється
Міністерство освіти і науки України

Хмельницька обласна державна адміністрація

Департамент освіти і науки 
Хмельницький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 

2015-2016 н.р.

7 клас
1. Чи можна із 100 одиниць та 100 двійок записати число яке є повним квадратом?

2. Назвемо число дзеркальним, якщо зліва направо воно «читається» так само, як справа наліво. Наприклад, число 12321 - дзеркальне.

а) Напишіть яке-небудь дзеркальне п'ятизначне число, яке ділиться на 5 
б) Скільки існує п'ятизначних дзеркальних чисел, які діляться на 5 ?
3. Який із дробів більший : 
[image: image184.jpg]
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4. Клітини чорно-білої дошки 
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 розфарбовані в шаховому порядку. Дозволяється взяти будь-які дві сусідні по стороні клітини і перефарбувати їх: чорні клітини - в зелений колір, зелені - в білий, білі - в чорний. Яке найменше число таких операцій потрібно, щоб отримати «протилежну» біло-чорну шахову розмальовку ?

5. Маємо аркуш паперу. Його розрізують на 8 або 12 частин. Кожну з частин, що дістають після розрізування аркуша, знову розрізають на 8 чи 12 частин або залишають без змін. Чи можна продовжуючи таким чином розрізування, дістати 60 частин, дістати 60 частин аркуша?

На виконання роботи відводиться 4 години

Кожна задача оцінюється в у 7 балів
Використання цифрових пристроїв не дозволяється
Міністерство освіти і науки України

Хмельницька обласна державна адміністрація

Департамент освіти і науки 
Хмельницький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 

2015-2016 н.р.

8 клас
1. В саду в одному ряду ростуть 8 кущів смородини. Кількість ягід на сусідніх кущах відрізняється на одну. Чи може на всіх кущах ряду рости 2015 ягід ?

2. Довести, що ціле число 
[image: image3.wmf]5
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 закінчується тією самою цифрою, 
що й число 
[image: image4.wmf]N

.

3. Петро  та Іван грають у гру: Петро називає натуральне число, яке не перевищує 8; Іван додає до нього натуральне число, яке також не перевищує 8, і називає  суму; Петро до названої суми додає натуральне число, яке не перевищує 8, і називає нову суму і т.д. Перемагає той, хто першим назве число 1000. Хто з хлопців може забезпечити собі перемогу?  Відповідь обґрунтуйте.
4. Всередині рівностороннього трикутника 
[image: image5.wmf]ABC

 взято довільну  точку О і сполучено її з точками А, В та С. Відрізок 
[image: image6.wmf]OB

 є стороною рівностороннього трикутника 
[image: image7.wmf]OBD

, причому точки А і 
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 знаходяться по різні сторони від прямої 
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. Сполучено також точки С і 
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. Довести, що  
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5. Відомо, що 
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Знайдіть значення виразу  
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На виконання роботи відводиться 4 години

Кожна задача оцінюється в у 7 балів
Використання цифрових пристроїв не дозволяється
Міністерство освіти і науки України

Хмельницька обласна державна адміністрація

Департамент освіти і науки 
Хмельницький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 

2015-2016 н.р.

9 клас
1. Кільцевим маршрутом їздять два автобуси з інтервалом 25 хвилин. Визначте, скільки додаткових автобусів необхідно вивести на маршрут, щоб скоротити інтервал руху на 60%.

2. Знайдіть суму коренів всіх квадратних тричленів виду 
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, де р приймає всі цілі значення від  -100 до 100. 

3. Нехай 
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. Довести, що 
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4. Точку в середині квадрата з’єднали з вершинами – отримали  чотири трикутника, один з яких – рівнобедрений, з кутами при основі 150. Доведіть, що протилежний йому трикутник правильний.

5. Чи можна числа 1, 2, 3, … , 33 розбити на групи так, щоб у кожній групі одне число дорівнювало сумі двох інших?

На виконання роботи відводиться 4 години

Кожна задача оцінюється в у 7 балів
Використання цифрових пристроїв не дозволяється
Міністерство освіти і науки України

Хмельницька обласна державна адміністрація

Департамент освіти і науки 
Хмельницький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 

2015-2016 н.р.

10 клас
1. Знайти найменше натуральне число 
[image: image18.wmf]x

таке, що 
[image: image19.wmf]x

ділиться націло на 167, 
[image: image20.wmf]2
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 ділиться націло на 16, 
[image: image21.wmf]3

x

 ділиться націло на 9.

2. Точку в середині квадрата з’єднали з вершинами – отримали  чотири трикутника, один з яких – рівнобедрений, з кутами при основі 150. Доведіть, що протилежний йому трикутник правильний.

3. Розв’язати систему рівнянь 
[image: image22.wmf](
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4. У новосформованому десятому класі деякі учні виявилися вже знайомими між собою, а деякі – ні. Першого дня навчання кожна дівчина замріяно подивилася на кожного із знайомих хлопців, тоді як кожен хлопець замріяно подивився на кожну з незнайомих дівчат. Усього було кинуто 117 замріяних поглядів. Скільки в класі хлопців і скільки дівчат, якщо в ньому не більше 40 учнів?

5. Довести нерівність 
[image: image23.wmf]c
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, якщо 
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На виконання роботи відводиться 4 години

Кожна задача оцінюється в у 7 балів
Використання цифрових пристроїв не дозволяється
Міністерство освіти і науки України

Хмельницька обласна державна адміністрація

Департамент освіти і науки 
Хмельницький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 

2015-2016 н.р.

11 клас
1. Маємо аркуш паперу. Спочатку його розрізав Василь на 5 частин, а потім до нього приєднався Петро, і вони розрізали частини аркуша, що утворювались відповідно: Петро на 5, а Василь на 9 частин. Чи можна продовжуючи таким чином розрізування, дістати 2015 частин аркуша?
2. Знайти найбільше та найменше значення виразу 
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, якщо відомо, що 
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3. Розв’язати систему рівнянь 
[image: image27.wmf](
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4. Доведіть, що рівняння  
[image: image28.wmf]1
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не має розв’язків у цілих числах.

5. Вершини чотирикутника лежать на різних сторонах квадрата зі стороною 1. Довести, що периметр чотирикутника не менший ніж  
[image: image29.wmf]2

2

.
На виконання роботи відводиться 4 години

Кожна задача оцінюється в у 7 балів
Використання цифрових пристроїв не дозволяється
Вказівки та відповіді  ІІ етапу Всеукраїнської олімпіади з математики

( 1 листопада 2015) 
6 клас

1. Вася може отримати  число 100,  використавши  десять двійок, дужки та знаки арифметичних дій: 100=(22:2-2:2)(22:2-2:2). Покращте його результат: використавши  менше число двійок і отримайте число 100.

Розв’язання. Один із варіантів, не самий короткий, використовується 8 двійок: (22-2):2·(22-2):2=100, ще кращий варіант - використовується 6 двійок :(222-22):2=100.  (можливо у дітей ще знайдеться кращий варіант)))!
2. Сашко ходить до басейну один раз на 3 дні, Юрко – раз на 4 дні, Петрик – раз на 5 днів. Вони зустрілися в басейні у вівторок. У який день тижня вони зустрінуться наступного разу?

Розв’язання: НСК(3,4,5)=60.  60 при ділені на 7 дає остачу 4. Отже цей день субота.

3. У музеї 16 залів, розташованих як показано на малюнку. У половині з них виставлені картини , а в половині скульптури. З будь-якого залу можна потрапити в будь сусідній з ним (що мають спільну стіну ). При будь-якому огляді музею зали чергуються: зал з картинами - зал зі скульптурами - зал з картинами і т.д. Огляд починається в залі А , в якому висять картини , а закінчується в залі Б.


a) Позначте хрестиками всі зали, в яких висять картини .

б) Турист хоче оглянути якнайбільше залів (пройти від залу А до залу Б), але при цьому в кожному залі побувати не більше одного разу. Яку найбільшу кількість залів він зможе подивитися? Намалюйте який-небудь його маршрут найбільшої довжини і доведіть, що більшу кількість залів він подивитися не може.
4. На одній стороні вулиці розбитих ліхтарів стояло 150 ліхтарів, причому серед будь-яких трьох ліхтарів, що стоять підряд, хоча б один був розбитий. Після того, як електрик полагодив кілька ліхтарів, серед будь-яких чотирьох ліхтарів, що стоять підряд, залишилося не більше одного розбитого. Доведіть, що електрик полагодив не менше 25 ліхтарів.

Розв’язання. 1 спосіб . Розіб'ємо ліхтарі на 25 шісток, що стоять підряд, і доведемо, що в кожній з них був полагоджений ліхтар. Припустимо, що в якійсь шістці жоден ліхтар не полагоджений. У такій шістці не менше двох розбитих ліхтарів ( оскільки в кожній з двох трійок, що входять у шістку, був розбитий ліхтар), між якими не менше трьох працюючих ліхтарів (так як інакше можна буде вказати чотири ліхтаря, серед яких хоча б два розбитих). Але якраз три працюючих ліхтарі поспіль стояти і не можуть.
2 спосіб.  Подивимося на ліхтарі до приходу електрика. У кожній трійці є хоча б один зіпсований, значить всього зіпсованих ліхтарів не менше 50. Пронумеруємо перші 50 зіпсованих ліхтарів зліва направо і розіб'ємо на пари: 1 -й з 2-м, 3-й з 4-м, і т.д. (всього 25 пар ) Між ліхтарями однієї пари всі ліхтарі цілі, а отже їх не більше двох. Тому один з зіпсованих ліхтарів, що входять в одну пару, треба полагодити.
5. На Васильковій чаші терезів лежать гирі вагою 1г, 3г, ... , 2001г, а на Петрика чаші - 2г, 4г, ... , 2000г. Першим ходить Василько - він забирає по одній гирі зі своєю чаші до тих пір, поки вона не стане легше Петрикової. Потім Петро забирає по одній гирі зі своєю чаші до тих пір, поки вона не стане легше Василькової. Потім знову ходить Василь, потім Петро, і так далі. Виграє той, хто першим зможе прибрати всі гирі зі своєю чаші. Хто виграє при правильній грі? (Відповідь поясніть)

Розв’язання. Виграє Вася. Йому достатньо до останнього моменту не забирати зі своєю чаші гирю вагою 2001г.
7 Клас

1. Чи можна із 100 одиниць та 100 двійок записати число яке є повним квадратом?

Розв’язання: Сума цифр такого числа 
[image: image31.wmf]300
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, отже таке число кратне трьом, але не ділиться на 9. Тому не  можна із 100 одиниць та 100 двійок записати число яке є повним квадратом. 
2. Назвемо число дзеркальним, якщо зліва направо воно «читається» так само, як справа наліво. Наприклад, число 12321 - дзеркальне.

а) Напишіть яке-небудь дзеркальне п'ятизначне число, яке ділиться на 5 
б) Скільки існує п'ятизначних дзеркальних чисел, які діляться на 5 ?
Розв’язання. Дзеркальне п'ятизначне число повинне мати вигляд ABCBA . Раз воно ділиться на 5, значить, остання цифра або 5, або 0. Але 0 не підходить, оскільки перша цифра (яка дорівнює останній) не може бути 0. Значить, число має вигляд 5BCB5. Наприклад, 52325.  Кількість таких чисел визначається так: на другому місці можна вибрати 10 цифр (від 0 до 9), на третьому - незалежно від другого - теж 10. Четверта цифра однозначно визначається - вона збігається з другою, тому на кількість варіантів не впливає. А дві цифри по 10 варіантів в сукупності дають нам 10•10=100 варіантів.
3. Який із дробів більший : 
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Розв’язання :
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4. Клітини чорно-білої дошки 
[image: image38.wmf]12
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 розфарбовані в шаховому порядку. Дозволяється взяти будь-які дві сусідні по стороні клітини і перефарбувати їх: чорні клітини - в зелений колір, зелені - в білий, білі - в чорний. Яке найменше число таких операцій потрібно, щоб отримати «протилежну» біло-чорну шахову розмальовку ?

Розв’язання. На дошці 72 чорні клітини, ніякі дві з них - не сусідні. Кожну чорну клітку доведеться перефарбовувати не менш двох разів. Тому знадобиться не менше 144 операцій. Покажемо, як можна перефарбувати дошку за 144 операції.

Розіб'ємо всю дошку на прямокутники 
[image: image39.wmf]3
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. Зауважимо, що спочатку вони всі розфарбовані однаково. Для перефарбування такого прямокутника використовуємо 4 операції для його верхній горизонталі (біла клітка буде перефарбована 4 рази) і 2 - для нижньої. Разом за 6 операцій ми перефарбували шестиклітинковий фрагмент дошки. Для перефарбовування всієї дошки потрібно якраз 144 операції.

5. Маємо аркуш паперу. Його розрізують на 8 або 12 частин. Кожну з частин, що дістають після розрізування аркуша, знову розрізають на 8 чи 12 частин або залишають без змін. Чи можна продовжуючи таким чином розрізування, дістати 60 частин, дістати 60 частин аркуша?

Розв’язання. Після кількох розрізувань дістанемо 
[image: image40.wmf]n
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   частин аркуша, де 
[image: image41.wmf]k

- кількість розрізувань на 8 частин, 
[image: image42.wmf]n

- кількість розрізувань на 12 частин. Рівняння 
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 не має розв’язків у цілих числах, бо 
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 при кожному цілому 
[image: image45.wmf]8
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 не буде цілим числом.
8 Клас

1. В саду в одному ряду ростуть 8 кущів смородини. Кількість ягід на сусідніх кущах відрізняється на одну. Чи може на всіх кущах ряду рости 2015 ягід ?

Розв’язання: Якщо кількість ягід на сусідніх кущах відрізняється на одну, то кущів із непарною кількістю є 4, та парною – 4.Сума чотирьох непарних чисел є парною , тому загальна кількість ягід є число парне.2015 непарне, тому не може на всіх кущах ряду рости 2015 ягід

2. Довести, що ціле число 
[image: image46.wmf]5
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 закінчується тією самою цифрою, що й число 
[image: image47.wmf]N

.

Вказівка. Нехай число 
[image: image48.wmf].
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 остання цифра числа 
[image: image49.wmf]5
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 збігається з останньою цифрою числа 
[image: image50.wmf]5
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. Підставивши замість 
[image: image51.wmf]b

 0, 1, …, 9, побачимо, що 
[image: image52.wmf](
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3. Петро  та Іван грають у гру: Петро називає натуральне число, яке не перевищує 8; Іван додає до нього натуральне число, яке також не перевищує 8, і називає  суму; Петро до названої суми додає натуральне число, яке не перевищує 8, і називає нову суму і т.д. Перемагає той, хто першим назве число 1000. Хто з хлопців може забезпечити собі перемогу?  Відповідь обґрунтуйте.
Відповідь. Переможе Петро. Число 1000 можна подати так: 
[image: image53.wmf]1
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  .  Петро спочатку називає число 1. Наступні ходи: якщо Іван додаватиме число 
[image: image54.wmf]k

, то Петро – число 
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4. Всередині рівностороннього трикутника 
[image: image56.wmf]ABC

 взято довільну  точку О і сполучено її з точками А, В та С. Відрізок 
[image: image57.wmf]OB

 є стороною рівностороннього трикутника 
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, причому точки А і 
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 знаходяться по різні сторони від прямої 
[image: image60.wmf]OB

. Сполучено також точки С і 
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. Довести, що  
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Розв’язання. Нехай 
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 та 
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 - рівносторонні, тоді 
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  зазначимо, що 
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 як сторони рівностороннього трикутника 
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 як сторони рівностороннього трикутника  
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 і також 
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. Отже, за першою ознакою рівності трикутників 
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[image: image74.wmf]AO

CD

=

.
5. Відомо, що 
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. Знайдіть значення виразу  
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Розв’язання :

За умовою  завдання b+c+d≠0, c+d+a≠0,d+a+b≠0,a+b+c≠0, тому 3b+3d+3c+3a≠0 ,отже  a+b+c+d≠0. Помножимо ліву і праву частини рівності
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, отримаємо : 
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9 Клас

1. Кільцевим маршрутом їздять два автобуси з інтервалом 25 хвилин. Визначте, скільки додаткових автобусів необхідно вивести на маршрут, щоб скоротити інтервал руху на 60%.

Розв’язання. Увесь маршрут автобус проїжджає за 50 хв. Якщо зменшити інтервал руху на 60%, то інтервал між двома автобусами становитиме 10 хвилин. Отже, необхідно ще 3 автобуси.

2. Знайдіть суму коренів всіх квадратних тричленів виду 
[image: image81.wmf]2015
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, де р приймає всі цілі значення від  -100 до 100. 

Розв’язання.  Дискримінант додатне число для будь-якого р , отже всі тричлени мають дійсні корені. За теоремою Вієта сума  коренів всіх записаних тричленів 
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3. Нехай 
[image: image83.wmf]0
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. Довести, що 
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Доведення.  Оцінимо різницю лівої та правої частини:
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4. Точку в середині квадрата з’єднали з вершинами – отримали  чотири трикутника, один з яких – рівнобедрений, з кутами при основі 150. Доведіть, що протилежний йому трикутник правильний.

Доведення. Нехай 
[image: image87.wmf]ABCD

- квадрат, точка 
[image: image88.wmf]M

знаходиться в квадраті, причому 
[image: image89.wmf]0
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. Розв’яжемо обернену задачу. Побудуємо на стороні 
[image: image90.wmf]AB

квадрата рівносторонній трикутник так, що вершина 
[image: image91.wmf]N

лежить всередині квадрата. Тоді трикутник 
[image: image92.wmf]CNB

 - рівнобедрений з вершиною 
[image: image93.wmf]B

. Його кут при вершині рівний 300, а значить, кут при основі рівний 
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. Аналогічно отримуємо 
[image: image96.wmf]0
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. За умовою 
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. Отже, точка 
[image: image98.wmf]N

 лежить на промені 
[image: image99.wmf]CM

 і на промені 
[image: image100.wmf]DM

і, тому співпадає з точкою 
[image: image101.wmf]M

.

5. Чи можна числа 1, 2, 3, … , 33 розбити на групи так, щоб у кожній групі одне число дорівнювало сумі двох інших?

Розв’язання.  Доведемо, що якщо в групі з трьох чисел одне дорівнює сумі інших, то сума трьох чисел завжди парна. Якщо одне число парне, то і сума двох інших парна, тоді сума трьох чисел також парна. Якщо одне число непарне, то сума двох інших також непарна, але сума трьох чисел буде  парною.  Отже, в кожній трійці сума чисел є парною, а тому парною має бути і сума всіх даних чисел 1, 2, 3, … , 33. Але серед чисел 1, 2, 3, … , 33 непарна кількість непарних чисел, а отже, їх сума є числом непарним.  Отже, розбити на групи вказаним чином, не можна. 

10 клас

1. Знайти найменше натуральне число 
[image: image102.wmf]x

таке, що 
[image: image103.wmf]x

ділиться націло на 167, 
[image: image104.wmf]2

x

 ділиться націло на 16, 
[image: image105.wmf]3

x

 ділиться націло на 9.

Розв’язання.  За умовою задачі маємо систему рівнянь:
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Перемножимо всі три рівняння почленно: 
[image: image107.wmf]abc
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Тоді 
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Отже, 
[image: image109.wmf](
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2. Точку в середині квадрата з’єднали з вершинами – отримали  чотири трикутника, один з яких – рівнобедрений, з кутами при основі 150. Доведіть, що протилежний йому трикутник правильний.

Доведення. Нехай 
[image: image111.wmf]ABCD

- квадрат, точка 
[image: image112.wmf]M

знаходиться в квадраті, причому 
[image: image113.wmf]0
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. Розв’яжемо обернену задачу. Побудуємо на стороні 
[image: image114.wmf]AB

квадрата рівносторонній трикутник так, що вершина 
[image: image115.wmf]N

лежить всередині квадрата. Тоді трикутник 
[image: image116.wmf]CNB

 - рівнобедрений з вершиною 
[image: image117.wmf]B

. Його кут при вершині рівний 300, а значить, кут при основі рівний 
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. Аналогічно отримуємо 
[image: image120.wmf]0

15

=

Ð

CDN

. За умовою 
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. Отже, точка 
[image: image122.wmf]N

 лежить на промені 
[image: image123.wmf]CM

 і на промені 
[image: image124.wmf]DM

і, тому співпадає з точкою 
[image: image125.wmf]M

.

3. Розв’язати систему рівнянь 
[image: image126.wmf](

)

(

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

=

+

+

=

+

+

=

+

.

36

,

9

,

4

2

2

2

2

2

2

y

z

x

x

z

y

z

y

x


Розв’язання. Додамо рівняння даної системи, розкриємо дужки та спростимо вираз, маємо 
[image: image127.wmf]49
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Звідки 
[image: image128.wmf](
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Після підстановок в дану систему і розв’язання двох систем, маємо два розвязки. 

Відповідь. 
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4. У новосформованому десятому класі деякі учні виявилися вже знайомими між собою, а деякі – ні. Першого дня навчання кожна дівчина замріяно подивилася на кожного із знайомих хлопців, тоді як кожен хлопець замріяно подивився на кожну з незнайомих дівчат. Усього було кинуто 117 замріяних поглядів. Скільки в класі хлопців і скільки дівчат, якщо в ньому не більше 40 учнів?

Розв’язання.  Нехай кількість всіх учнів 
[image: image132.wmf]n

, дівчат -  
[image: image133.wmf]d

, хлопців - 
[image: image134.wmf]x

.
Тоді, 
[image: image135.wmf]40
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.  Кількість поглядів між  всіма  дітьми  
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 , кількість поглядів між дівчатами 
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Тоді, кількість поглядів між дівчатами та хлопцями: 
[image: image139.wmf].
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Отже, 
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5. Довести нерівність 
[image: image146.wmf]c
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 більші від 0.

Доведення.  Помножимо дану нерівність на 2, перенесемо всі доданки в одну частину та проведемо групування.
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Кожний вираз у дужках невід’ємний, оскільки сума взаємно обернених додатних чисел не менша від 2.

11 Клас

1. Маємо аркуш паперу. Спочатку його розрізав Василь на 5 частин, а потім до нього приєднався Петро, і вони розрізали частини аркуша, що утворювались, відповідно Петро на 5, а Василь на 9 частин. Чи можна продовжуючи таким чином розрізування, дістати 2015 частин аркуша?
Розв’язання. Якщо Петро спочатку розрізав на 5 частин, а потім одну із частин знову на 5, то частин всього одержали 9. Якщо Василь буде далі різати деякі куски на 9, а Петро - на 5, то кількість кусків буде такою: 5, 9, 13, 17, 21, … . Таким чином , Петро збільшує кількість частин на 4, а Василь – на 8. Загальну кількість частин можна подати формулою 
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, то такої кількості частин не дістанемо.

2. Знайти найбільше та найменше значення виразу 
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Розв’язання. Враховуючи, що  
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, перетворимо вираз 
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. Найменшого значення вираз  досягає при
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 - рівняння кола, з центром в початку координат і радіусом 1, то 
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Відповідь. 1; 
[image: image161.wmf]4
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3. Розв’язати систему рівнянь 
[image: image162.wmf](
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Розв’язання. Додамо рівняння даної системи, розкриємо дужки та спростимо вираз, маємо 
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Звідки 
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Після підстановок в дану систему і розв’язання двох систем, маємо два розвязки. 

Відповідь. 
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4. Доведіть, що рівняння  
[image: image168.wmf]1
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не має розв’язків у цілих числах.

Доведення. Розглядається остача від ділення на 4 чисел виду 
[image: image169.wmf]2
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Очевидно, що якщо обидва числа парні, то вираз  
[image: image170.wmf]2
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 ділиться на 4. Якщо одне з чисел не парне, а друге парне, то остача від ділення на 4 виразу  
[image: image171.wmf]2
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 дорівнює 1.

Якщо обидва числа непарні, то остача від ділення на 4 виразу  
[image: image172.wmf]2
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 дорівнює 2. 

Права частина при ділені на 4 має остачу 3, оскільки 
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. Тобто ліва і права частини рівняння мають різні остачі, то ні при яких 
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 рівняння розв’язків не має.
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Вершини чотирикутника лежать на різних сторонах квадрата зі стороною 1. Довести, що периметр чотирикутника не менший ніж 
[image: image175.wmf]2

2

.
Вказівка. Розв’язування задачі ґрунтується на тому факті, що перпендикуляр до прямої завжди менший за похилу. Проведемо з кожної точки – вершини чотирикутника, перпендикуляри до діагоналей. Трикутники  
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 прямокутні та рівнобедрені з гіпотенузою, що дорівнює 1. Тоді  
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. Сума похилих, проведених з точки  
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 до цих катерів, буде не менша за суму перпендикулярів. Тоді сума всіх восьми похилих буде не менша за 
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